Topologia
Lista 5 (topologia, ciagltos¢ funkeji)

Zad 1. Opisac topologie oraz rodzine zbioréw domknietych w przestrzeni z metryka dyskretng.
Zad 2. Ktore z podanych rodzin stanowia topologie na zbiorze X = {a,b, c}:

a) {{a}, {a, b}, {a, b, c}}, c) {0, {a}, {b}, X},
b) {®7{a}7{b7 C}vX}a d) {@, {a,b},{b, C},X}.

Zad 3. Pokaza¢, ze w kazde]j przestrzeni topologicznej metryzowalnej (to jest takiej, w ktorej
topologia pochodzi od metryki)

a) zbior jednoelementowy jest domkniety,

b) spelniony jest warunek Hausdorffa.
Zad 4. Sprawdzi¢, ktore z danych rodzin sa topologiami na N:
Fr={{1,2,3,...,n} : n e N} U{0,N} F,={{1,3,5,....2n — 1} : n € N} U {0, N},
F3 ={A CN: A jest zbiorem skonczonym lub A = N} |
Fy={A CN:N\ A jest zbiorem skoriczonym lub A = 0}

Dla rodzin bedacych topologiami wyznaczy¢ rodziny zbioréw domknietych i sprawdzi¢, czy sa
to spelniaja one aksjomaty oddzielania 17, T5.!

Zad 5. Niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem, gdzie X jest zbiorem a (Y, 7T) przestrzenia
topologiczna. Czy rodzina 7, = {f~1(U) : U € 7} jest topologia na X7

Zad 6. Sprawdzi¢, ze jezeli (X, 7) jest przestrzenig topologiczna i A C X, to para (A,7a4),
gdzie T4 = {U N A: U € 7} jest przestrzenia topologiczna.

Zad 7. Poda¢ przyklad funkcji na prostej euklidesowej, ktora jest ciggta tylko w jednym
punkcie.

Zad 8. Podac¢ przyktad funkcji na prostej euklidesowej, ciagtej tylko w liczbach niewymiernych.

Zad 9. Niech (X,dy), (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi. Wykaza¢, ze odwzorowanie
f: X =Y jest
a) ciagle w punkcie xy € X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego otwartego otoczenia V
punktu f(zo) istnieje otwarte otoczenie U punktu z, takie, ze U C f~1(V).
b) ciagte w kazdym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru otwartego V C Y
zbior f~1(V) jest otwarty.
Zad 10. Niech Y = {1, 2} bedzie wyposazony w topologie dyskretna i niech F' bedzie funkcja

dang przez diagram X P Y

Wyznaczy¢ wszystkie topologie na X = {a, b, c}, dla ktérych F jest odwzorowaniem ciaglym.

Zad 11. Niech X, Y bedg przestrzeniami topologicznymi. Wyznaczy¢ wszystkie odwzorowania
ciggte f: X = Y, gdy

a) X jest wyposazony w topologie dyskretna,
b) Y jest wyposazony w topologie antydyskretna.

Zad 12. Pokazad, ze zbior punktow stalych ciggtego odwzorowania f : X — X przestrzeni
Hausdorffa X jest zbiorem domknietym.

'Litera T pochodzi od niemieckiego stowa Trennung (oddzielanie)



