
Topologia

Lista 5 (topologia, ci¡gªo±¢ funkcji)

Zad 1. Opisa¢ topologi¦ oraz rodzin¦ zbiorów domkni¦tych w przestrzeni z metryk¡ dyskretn¡.

Zad 2. Które z podanych rodzin stanowi¡ topologi¦ na zbiorze X = {a, b, c}:
a) {{a}, {a, b}, {a, b, c}}, c) {∅, {a}, {b}, X},
b) {∅, {a}, {b, c}, X}, d) {∅, {a, b}, {b, c}, X}.
Zad 3. Pokaza¢, »e w ka»dej przestrzeni topologicznej metryzowalnej (to jest takiej, w której
topologia pochodzi od metryki)

a) zbiór jednoelementowy jest domkni¦ty,

b) speªniony jest warunek Hausdor�a.

Zad 4. Sprawdzi¢, które z danych rodzin s¡ topologiami na N:

F1 = {{1, 2, 3, ..., n} : n ∈ N} ∪ {∅, N}, F2 = {{1, 3, 5, ..., 2n− 1} : n ∈ N} ∪ {∅, N},
F3 = {A ⊂ N : A jest zbiorem sko«czonym lub A = N} ,

F4 = {A ⊂ N : N \ A jest zbiorem sko«czonym lub A = ∅}
Dla rodzin b¦d¡cych topologiami wyznaczy¢ rodziny zbiorów domkni¦tych i sprawdzi¢, czy s¡
to speªniaj¡ one aksjomaty oddzielania T1, T2.
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Zad 5. Niech f : X → Y b¦dzie odwzorowaniem, gdzie X jest zbiorem a (Y, τ) przestrzeni¡
topologiczn¡. Czy rodzina τf = {f−1(U) : U ∈ τ} jest topologi¡ na X?

Zad 6. Sprawdzi¢, »e je»eli (X, τ) jest przestrzeni¡ topologiczn¡ i A ⊂ X, to para (A, τA),
gdzie τA = {U ∩ A : U ∈ τ} jest przestrzeni¡ topologiczn¡.

Zad 7. Poda¢ przykªad funkcji na prostej euklidesowej, która jest ci¡gªa tylko w jednym
punkcie.

Zad 8. Poda¢ przykªad funkcji na prostej euklidesowej, ci¡gªej tylko w liczbach niewymiernych.

Zad 9. Niech (X, dX), (Y, dY ) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi. Wykaza¢, »e odwzorowanie
f : X → Y jest

a) ci¡gªe w punkcie x0 ∈ X wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego otwartego otoczenia V
punktu f(x0) istnieje otwarte otoczenie U punktu x0 takie, »e U ⊂ f−1(V ).

b) ci¡gªe w ka»dym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego zbioru otwartego V ⊂ Y
zbiór f−1(V ) jest otwarty.

Zad 10. Niech Y = {1, 2} b¦dzie wyposa»ony w topologi¦ dyskretn¡ i niech F b¦dzie funkcj¡
dan¡ przez diagram
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Wyznaczy¢ wszystkie topologi¦ na X = {a, b, c}, dla których F jest odwzorowaniem ci¡gªym.

Zad 11. Niech X, Y b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi. Wyznaczy¢ wszystkie odwzorowania
ci¡gªe f : X → Y , gdy

a) X jest wyposa»ony w topologi¦ dyskretn¡,

b) Y jest wyposa»ony w topologi¦ antydyskretn¡.

Zad 12. Pokaza¢, »e zbiór punktów staªych ci¡gªego odwzorowania f : X → X przestrzeni
Hausdor�a X jest zbiorem domkni¦tym.

1Litera T pochodzi od niemieckiego sªowa Trennung (oddzielanie)


